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Przyktad 1: prognozowanie cen mieszkan
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Przyktad 2: spam czy nie spam?

Piotr Pogoda <piotr.pogoda@im.uj.edu.pl>
«
e Pn, 17.02.2020 12:08 é (-J é’ %
uj.edu p; pracownicy@im.uj edupl; pracowni ujedupl: iiuj.edu pl: doktoranci@im.uj.edu.pl +5 innych ¥

Szanowni Pafistwo,

Dnia 4 marca br. Odbywac sie bedzie Dzien Wydziatlu. W zwiazku z tym zwracam sig z goraca prosba do Paristwa o
korzystanie tego dnia z garazu podziemnego.

Z powazaniem

Piotr Pogoda

° agrarbiztositas@kekcegcsoport hu EPRRN

Nie, 16,02 2020 08:36
Recipients <agrarbiztositas @kekcegcsoporthu> ¥
Otrzymales darowizne w wysokosci 240000,00 EURC, wygralem loterie amerykanska o wartosci 40 milionow dolarow
amerykanskich w Ameryce i postanowilem przekazac jej czesc pieciu szczesliwym ludziom i domom charytatywnym na
pamiatke mojej zmarlej zony, ktéra zmarla na raka. Skontaktuj sie ze mna, aby uzyskac wiecej informacji na:
infotomeristt1@gmail.com
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Przykfad 3: grupowanie irysow
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Przykfad 3: grupowanie irysow
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Klasyfikacja wieloklasowa
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Przyktad 4: identyfikacja zrédta cholery
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Przyktad 4: identyfikacja zrédta cholery
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Przyktad 5: wizualizacja danych

Kraj PKB PKB per  Wskaznik  Srednia ~ Wskaznik  Sredni
capita rozwoju dh. zycia  ubdstwa dochéd

Kanada 1.577 39.17 0.908 80.7 32.6 67.293
Chiny 5.878 7.54 0.687 73 46.9 10.22
Indie 1.632 3.41 0.547 64.7 36.8 0.735
Rosja 1.48 19.84 0.755 65.5 39.9 0.72
Singapur | 0.223 56.69 0.866 80 42.5 67.1
USA 14.527  46.86 0.91 78.3 40.8 84.3
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Rodzaje uczenia maszynowego

@ Uczenie nadzorowane (supervised learning)
e regresja
cena mieszkania w zalezno$ci od metrazu
o klasyfikacja binarna i wieloklasowa
spam/nie spam, rozpoznawanie cyfr
o tworzenie rankingéw
lista preferencji towarow dla danej grupy klientow
@ Uczenie nienadzorowane (unsupervised learning)
o klasteryzacja
segmentacja obrazu, grupowanie danych
o redukcja wymiaréw
wizualizacja danych, uproszczenie modelu

@ Uczenie ze wzmacnianiem (reinforcement learning)

e nawigacja, gaming



Wielomianowe dopasowanie krzywej

Mamy zbior treningowy !
{(x®, y(i)): i=1,...,m}.

Na jego podstawie chcemy prze-
widzie¢, jaka bedzie warto$¢ y dla
nowego argumentu x.
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Wielomianowe dopasowanie krzywej

Mamy zbior treningowy ' o °7Q

i ( [ ¥ 4 N
(xD, y):i=1,... m) o/ % s
Na jego podstawie chcemy prze- °

widzie¢, jaka bedzie warto$¢ y dla
nowego argumentu x.

Rozwazmy nastepujacy model:

M
ho(x) = 09+ 01x + 02x% 4+ ... + Oy xM = Ze,-xi.
i=0
o Jaki stopien wielomianu M wybrac?
o Jak wyznaczy¢ parametry 6;?

@ Jak oceni¢ trafno$¢ modelu?



Wyznaczanie parametrow modelu

Dla modelu
ho(x) = 09 + 01x 4+ 0% + ... 4+ OpxM
definiujemy funkcje kosztu

1
2

1

(ho (=) —y17)".

1

j(6) =

m
Mozliwe rozwigzanie polega na wyznaczeniu parametru

= [0y, ..., Ol minimalizujacego funkcje kosztu, czyli

0* = argmin J(0).
GGRM+1



Wyznaczanie stopnia wielomianu

1 M=9




Wyznaczanie stopnia wielomianu

Gdy stopien wielomianu jest zbyt niski, to mamy do czynienia ze
zjawiskiem niedouczenia (underfitting). Méwimy wtedy, ze model ma
duze obcigzenie.

Gdy stopien wielomianu jest zbyt wysoki, to mamy do czynienia ze
zjawiskiem przeuczenia (overfitting). Méwimy wtedy, ze model ma
duza wariancje.



Wyznaczanie stopnia wielomianu

Gdy stopien wielomianu jest zbyt niski, to mamy do czynienia ze
zjawiskiem niedouczenia (underfitting). Méwimy wtedy, ze model ma
duze obcigzenie.

Gdy stopien wielomianu jest zbyt wysoki, to mamy do czynienia ze
zjawiskiem przeuczenia (overfitting). Méwimy wtedy, ze model ma
duza wariancje.

No free lunch theorem

Nie istnieje najlepszy uniwersalny algorytm optymalizacyjny (dla
wszystkich zadan). Niezaleznie od miary jakosci algorytmu
optymalizacyjnego, dowolne dwa rézne algorytmy optymalizacyjne
zachowuja sie ,,$rednio” tak samo dla wszystkich zadan
optymalizacyjnych.



Wyznaczanie stopnia wielomianu

Gdy stopien wielomianu jest zbyt niski, to mamy do czynienia ze
zjawiskiem niedouczenia (underfitting). Méwimy wtedy, ze model ma
duze obcigzenie.

Gdy stopien wielomianu jest zbyt wysoki, to mamy do czynienia ze
zjawiskiem przeuczenia (overfitting). Méwimy wtedy, ze model ma
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No free lunch theorem

Nie istnieje najlepszy uniwersalny algorytm optymalizacyjny (dla
wszystkich zadan). Niezaleznie od miary jakosci algorytmu
optymalizacyjnego, dowolne dwa rézne algorytmy optymalizacyjne
zachowuja sie ,,$rednio” tak samo dla wszystkich zadan
optymalizacyjnych.

All models are wrong, but some are useful. (George Box)




Kompromis miedzy wariancjg a obcigzeniem

koszt

J(0)

stopient wielomianu

optymalny /
stopien

Zasada brzytwy Ockhama

Sposréd hipotez, ktore jednakowo dobrze wyjasniaja dane zjawisko,
wybierz najprostsza - te, ktéra wymaga dokonania najmniejszej
liczby zatozen.



Regularyzacja
Aby unikna¢ zjawiska przeuczenia mozemy zmieni¢ funkcje kosztu
uwzgledniajac regularyzacje:

1 & 2 A 2
0)=3 2 (holx) = y) 501"



Regularyzacja
Aby unikna¢ zjawiska przeuczenia mozemy zmieni¢ funkcje kosztu
uwzgledniajac regularyzacje:

70) =13 (rolx) —y)* 4+ 2ol

| A=0 A = exp(—18) A=1
0o 0.35 0.35 0.13
0: 232.37 4.74 —0.05
0, —5321.83 —0.77 —0.06
0, 48568.31 —31.97 —0.05
0, | —231639.30 —3.89 —0.03
05 640042.26 55.28 —0.02
0 | —1061800.52 41.32 —0.01
0, | 1042400.18 —45.95 —0.00
0 | —557682.99 —91.53 0.00
05 125201.43 72.68 0.01




Regularyzacja




Skalowanie cech

Czesto dane zawierajg cechy o réznej wielkosci, jednostkach

i zakresie. Wtedy jedna cecha, ktéra wyraza sie w bardzo duzej
wielkosci, moze wptyna¢ na przewidywanie o wiele bardziej niz
pozostate.

Przyktadowe skalowania dla danych x = {x(): i=1

@ min-max 1

(1) x(D — min(x)
x . :
max(x) — min(x)
@ min-max 2 "
1 _
L0, X m(x)

o standaryzacja

gdzie m(x) to $rednia, a s(x) to odchylenie standardowe dla danych.



Co zrobi¢, gdy jest zle?

Btedom w przewidywaniach mozna zaradzi¢ na kilka sposobow:

(]

zwiekszajac zbiér treningowy,
zmniejszajgc zbior cech,
dodajac nowe cechy,

zmieniajac charakter cech (np. stosujac cechy wielomianowe
zamiast liniowych),

zwiekszajac lub zmniejszajac parametr regularyzacji...

Nie nalezy jednak préobowac takich rozwiaza¢ losowo!



Ocena hipotezy

Nasza hipoteza moze mie¢ maty bfad na danych treningowych, ale
by¢ zupetnie nietrafiona (np. z powodu przeuczenia).

Zbioér danych, na ktérych algorytm sie uczy, mozemy podzieli¢ na
dwa podzbiory: zbiér treningowy i zbidr testowy, a nastepnie:

@ wyznaczy¢ 8 minimalizujac btad na zbiorze treningowym

]train(e),

@ obliczy¢ btad na zbiorze testowym F.5(0).



Wybér modelu i zbiory treningowe/walidacyjne/testowe

To, ze algorytm uczacy dobrze dziata na danych treningowych, nie
oznacza wcale, ze nasza hipoteza jest dobra.

Btad mierzony na danych, na podstawie ktérych wyznaczylismy
parametry modelu, bedzie niemal zawsze mniejszy niz na
jakichkolwiek innych danych.

Bez zbioru walidacyjnego (zta praktyka!):

o korzystajac ze zbioru treningowego zoptymalizuj parametry 0
dla wszystkich mozliwych stopni wielomianu;

@ znajdz stopien wielomianu d o najmniejszym btedzie na zbiorze
testowym;

e oszacuj btad uogélniony Fe.(0(9)) na zbiorze testowym.

Do wyznaczenia stopnia d zostat uzyty zbior testowy.
Btad bedzie wiekszy dla innych danych.



Zbiory treningowe/walidacyjne/testowe
Uzyj zbioru walidacyjnego (etap posredni), aby wyznaczy¢ stopien
wielomianu. Dzieki temu zbioér testowy da nam odpowiedni i nie

nazbyt maty btad.
Przyktadowy podziat danych:

zbior treningowy  60%
zbiér walidacyjny  20%
zbior testowy 20%

Nastepnie wyznaczamy btad na kazdym ze zbiordw.
Ze zbiorem walidacyjnym:

o korzystajac ze zbioru treningowego zoptymalizuj parametry 0
dla wszystkich mozliwych stopni wielomianu;

@ znajdz stopien wielomianu d o najmniejszym btedzie na zbiorze
walidacyjnym;
@ oszacuj btad uogélniony 396“(9(0”) na zbiorze testowym.

Zbior testowy nie zostat uzyty do wyznaczenia parametru d.



Co zrobi¢, gdy mamy mato danych?

Oryginalna prébe dzielimy na K podzbioréw. Nastepnie kolejno
kazdy z nich traktujemy jako zbior testowy, a pozostate K — 1 jako
zbior treningowy. Analize wykonujemy zatem K razy. Ostatecznie K
wynikéw usredniamy. Taka metode nazywamy K-krotng walidacjqg
krzyZzowq.

Jesli K = m, gdzie m jest liczebnoscig préby (czyli kazdy podzbior
jest jednoelementowy), to taka walidacje nazywamy walidacja
leave-one-out. Stosuje sie jg dla bardzo matych zbioréw danych.



Przeklenstwo wielowymiarowosci

Klasyfikacja na podstawie dwoch z dwunastu cech
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Modele parametryczne

Model parametryczny to zbiér rozktadéw prawdopodobienstwa
{p(y10): 6 € ©}

indeksowanych parametrem 0 z przestrzeni parametrow ©.

rozktad parametry
Bern(p) 0=p
Poi(A) 0=A
Uni(a, b) 9— (a, b)
N(w, 0?) 0?)

= (w,
Y=mX+b 9—( m, b)

Uwaga dotyczaca notacji
Dla rozktadéw dyskretnych p(-) oznaczamy prawdopodobienistwo, natomiast dla rozkladow

ciagtych p(-) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa.



Estymatory

Estymatorem nazywamy parametr obliczony dla préby, na podstawie
ktérego szacujemy prawdziwa warto$¢ parametru w populacji.

Estymator nazywamy nieobcigzonym, gdy warto$¢ oczekiwana
rozktadu estymatora jest rowna wartosci szacowanego parametru:

E(0) = 0.

Jesli réznica pomiedzy wartoscia oczekiwang rozktadu estymatora
a warto$cig szacowanego parametru jest zalezna od estymatora:

E(0) — 0 = bias(0),

to estymator nazywamy obcigzonym, natomiast réznice nazywamy
obcigZzeniem estymatora.



Twierdzenie Bayesa

Mamy zbiér obserwacji D = {xy, . .., xp} oraz model zalezny od
parametru 0 opisujacy rozktad, z ktére pochodzg dane. Wtedy
(DI6)p(0)
p(6lp) = E= 2B
p(D)

e p(0) to prawdopodobieristwo a priori (przekonanie o parametrze
0 przed obserwacja danych),

e p(D|0) to wiarygodnosé lub rozktad préby
(prawdopodobienstwo warunkowe uzyskania danych D
z modelu o parametrze 0),

e p(6|D) to prawdopodobieristwo a posteriori (niepewno$¢
dotyczaca parametru © po obserwacjach D),

e p(D) to wiarygodnos¢ brzegowa (rozktad danych w gestosci
brzegowej wzgledem parametrow, tj. [ p(DI0)p(6)do).

N

[ a posteriori o< wiarygodno$¢ X a priori




Rozktady sprzezone

Rodzine rozktadéw a priori nazywamy sprzezonq do rodziny
rozktadow préby, jezeli kazdy rozktad a posteriori nalezy rowniez do
rodziny rozktadow a priori.

rozktad préby  a priori a posteriori
dwumianowy  beta beta
Poissona gamma gamma
geometryczny  beta beta
wielomianowy Dirichleta Dirichleta
wyktadniczy gamma gamma
normalny normalny normalny

Aby uprosci¢ obliczenia przy wyznaczaniu prawdopodobienstwa
a posteriori, czesto wybieramy rozkfad a priori w ten sposéb, aby byt
on sprzezony z rozktadem préby.



Rozktad beta

Rozktad beta to ciagly rozktad prawdopodobienstwa dany funkcja
gestosci zdefiniowang na przedziale [0, 1] wzorem

Mo+ p) 1 1
Beta(x|o, B) = ————~ - x* (1—x)F 1,
F(e)T(B)
gdzie «, 3 > 0 sa parametrami rozktadu, a I" to funkcja gamma

Eulera:

I'(2) :J t* e tdt.

0

Funkcja gamma rozszerza pojecie silni na zbidr liczb zespolonych.
W szczegoblnosci

MNz+1)=2zI(z) oraz T(n+1)=nldlaneN.



Rozktad beta

W specjalnym przypadku, kiedy o = 3 = 1, rozkfad beta przyjmuje
posta¢ standardowego rozktadu jednostajnego. Gdy «, 3 < 1, to
rozktad jest bimodalny, dla «, 3 > 1 — unimodalny. Gdy o = f3, to
rozktad jest symetryczny wzgledem 1/2.

3/ e 2=0.1, b=0.1

-==a=1.0,b=1.0
25l| == =a=2.0,b=3.0
a=8.0, b=4.0




Przyktadowy problem: czy student zda egzamin?

Przeprowadzamy egzamin z pewnego ciekawego przedmiotu wsrod
studentoéw TCS. W tej sesji przystagpito do niego na razie 38
studentow i 30 sposrod z nich zdato. Za chwile wejdzie trzydziesty
dziewiaty student. Jakie sa jego szanse?
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1. Na podstawie danych stwierdzamy prosto: 6 = 30/38 ~ 0.79.
2. Wiemy jednak, ze w poprzednich latach wspétczynnik
zdawalno$ci wynosit ok. 50%. Na tej podstawie skfaniamy sie
do hipotezy, ze wchodzacy student zda
z prawdopodobienstwem 0 € (0.5,0.79).



Przyktadowy problem: czy student zda egzamin?

Przeprowadzamy egzamin z pewnego ciekawego przedmiotu wsrod
studentoéw TCS. W tej sesji przystagpito do niego na razie 38
studentow i 30 sposrod z nich zdato. Za chwile wejdzie trzydziesty
dziewiaty student. Jakie sa jego szanse?

1. Na podstawie danych stwierdzamy prosto: 6 = 30/38 ~ 0.79.

2. Wiemy jednak, ze w poprzednich latach wspétczynnik
zdawalno$ci wynosit ok. 50%. Na tej podstawie skfaniamy sie
do hipotezy, ze wchodzacy student zda
z prawdopodobienstwem 0 € (0.5,0.79).

3. Nie lubimy orzeka¢ niczego tak definitywnie.
Prawdopodobienstwo zdania przez studenta egzaminu to tak
naprawde zmienna losowa uwzgledniajaca nasze wczesniejsze
doswiadczenia.



Metoda najwiekszej wiarygodnosci (MLE)

Mamy model {p(y|0): 0 € O} i probke D = {x1, ..., xp}.
Funkcja wiarygodnosci wzgledem parametru 0 dla prébki D zadana
jest wzorem

L(6) = p(DI6).

Estymator najwiekszej wiarygodnosci @MLE parametru 0 to argument
maksymalizujacy warto$¢ funkcji wiarygodnosci L(0):

OpeE := arg max L(0).
0€e®
Réwnowaznie

§MLE = argmax{(0),
CISC)

gdzie £(0) := log L(0).



Estymacja MLE dla przyktadu ze studentami

Funkcja wiarygodnosci ma postaé

L(0) = (Z) k(1 — o)k

Chcemy zmaksymalizowaé warto$é funkcji

n

£(0) = log <k

) + klog® + (n— k) log(1 —0),

skad

eMLE = -
n

Gdy n =38 i k = 30, to O ~ 0.79.



Estymacja MLE dla przyktadu ze studentami

Funkcja wiarygodnosci ma postaé

L(0) = (Z) k(1 — o)k

Chcemy zmaksymalizowaé warto$é funkcji

n

£(0) = log <k

) + klog® + (n— k) log(1 —0),

skad
/e\MLE - .
n
Gdy n=38 i k = 30, to Oy ~ 0.79.

Jednak gdy n =2i k =0, to Oy = 0. A my przeciez mamy wieksza
wiare w studentow.



Metoda estymacji maksymalnego a posteriori (MAP)

Mamy model {p(y|0): 6 € O} i probke D ={xi, ..., xp}. Dodatkowo
mamy pewne przekonania dotyczace parametru 0, czyli
prawdopodobienstwo a priori p(0).

Chcemy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo a posteriori p(8|D)
uwzgledniajace nasze wczesniejsze przekonania oraz uzyskane dane.
Chcemy zatem znalez¢ taki estymator §MAp parametru 0, ktory
maksymalizuje warto$¢ funkcji p(0|D):

Orup = arg max p(0|D).
0€O

Korzystajac z twierdzenia Bayesa otrzymujemy

~ D
Opap = arg max pDIO)p(6) = argmax p(D|0)p(0).
0O p(D) 0cO



Estymacja MAP dla przyktadu ze studentami
Chcemy wyznaczy¢ estymator éMAp parametru 0 taki, ze

@MAP = arg max p(n, k|0)p(0).
0c(0,1)

Wiemy, ze
plon k) = (o1 -0+

Za p(0) przyjmujemy rozktad sprzezony z roktadem Bernoullego.
Ponadto uwzgledniajac wczesniejszg zdawalnosé (ok. 50%), niech
p(0) = Beta(0|«, B) dla pewnych «, B > 1 takich, ze & = f3.
Otrzymujemy

k+o—1

Oyap = ——————
MAP = a4+ B —2

Gdy n=38ik=30o0raz x = [5:10,t9§MApz0.696.
Gdyn=2ik=0oraz 0« = [3 = 10, to Op4ap = 0.45.



Modelowanie bayesowskie

Przyktad Savage’a (1961) ilustrujacy znaczenie
prawdopodobienstwa subiektywnego

1. Ekspert z dziedziny muzyki twierdzi, ze jest zdolny odrézni¢
muzyke Haydna od Mozarta na podstawie dowolnej strony
z zapisem nutowym tych kompozytoréow. W dziesieciu prébach
wykonuje to zadanie poprawnie za kazdym razem.

2. Kobieta, ktora lubi dodawac¢ mleko do herbaty, uwaza ze jest
w stanie rozpoznaé, czy do kubka wlano najpierw herbate czy
mleko. W dziesieciu probach, rozpoznaje to prawidtowo
w kazdym przypadku.

3. Twdj nietrzezwy znajomy stwierdza, ze jest w stanie
przewidzie¢ wynik rzutu moneta. W dziesieciu prébach
przeprowadzonych w celu sprawdzenia jego stow, wtasciwie
przewiduje wszystkich dziesig¢ rzutow.



Whioskowanie bayesowskie

Whioskowanie bayesowskie polega na wyznaczeniu rozktadu
prawdopodobienstwa a posteriori. W odrdznieniu od estymatorow
MLE i MAP wyznaczamy nie pojedyncza warto$¢, a rozktad gestosci
(dla ciagtej zmiennej 8) lub prawdopodobienstwo (dla dyskretne;j
zmiennej 0):

p(DI6)p(6)

ploD) = F=



Whioskowanie bayesowskie dla przyktadu ze studentami
Zaktadamy a priori p(6) = Beta(0|, 3). Po przeegzaminowaniu
n studentow, sposrdd ktoérych k zdato egzamin, otrzymujemy

_ p(n kl6)p(6)
p(Bln, k) = Tk
Bern(n, k|0) Beta(0|x, B)
Bern(n, k)
_ r(n+ x + B) k+o—1(4 _ o\n—k+p—1
"tk kipe 070

= Beta(0lk+ o, n—k+ ).




Whioskowanie bayesowskie dla przyktadu ze studentami
Zaktadamy a priori p(6) = Beta(0|, 3). Po przeegzaminowaniu
n studentow, sposrdd ktoérych k zdato egzamin, otrzymujemy

_ p(n kl6)p(6)
p(Bln, k) = Tk
Bern(n, k|0) Beta(0|x, B)
Bern(n, k)
_ r(n+ x + B) k+o—1(4 _ o\n—k+p—1
_F(k—l—oc)r(n—k—i-ﬁ)e (1-6)

= Beta(0lk+ o, n—k+ ).

Dlaox=f =10,n=138i k=130

p(6]38,30) = Beta(0]48, 18).
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