Metody probabilistyczne w uczeniu maszynowym Zestaw 1

Zadanie 1. Wykaz, ze dla dowolnych zmiennych losowych X i Y zachodza nastepujace
roéwnosci:
(a) E(E(Y|X)) =EY (wewnetrzna wartosé¢ oczekiwana jest po Y, zewnetrzna po X),
(b) var(X) = E(var(XY)) + var(E(X[Y)).
Zadanie 2. Wykaz, ze dla zmiennej X o rozkladzie Beta(a, /3):
Q a—1 af
EX)=——, MX)=—"7—, var(X)= ,

(X) a+ 3 (X) a+fB—-2 (X) (a+ B (a+p+1)

gdzie M(X) oznacza dominante (mode¢) zmiennej X.

Zadanie 3. Wykaz, ze jesli zmienne losowe X i Y sa niezalezne, to ich kowariancja
wynosi 0. Wskaz przyktad, kiedy implikacja w druga strone nie zachodzi.

Zadanie 4. Wykaz, ze dla dwoch zmiennych losowych X i Y zachodzi
var(X +Y) = var(X) 4+ var(Y) + 2cov(X,Y).

Zadanie 5. Niech X bedzie macierza kowariancji dla pewnego wektora n zmiennych
losowych. Wykaz, ze macierz X jest symetryczna i dodatnio potokreslona, czyli

Y»=XT oraz Z'YZ>0dla e R"

Zadanie 6. Podaj przyktad zmiennej losowej rzeczywistej X i funkcji wypuklej f: R — R
takich, ze EX < oo oraz E(f(X)) = oc.

Zadanie 7. Wykaz, ze dla rzeczywistej zmiennej losowej X o skoriczonej wartosci oczeki-
wanej oraz rozniczkowalnej wypuktlej funkcji f: X — R takiej, ze E(f(X)) < oo zachodzi

nierowno$c¢ Jensena:

E(f(X)) = F(E(X)).
Przedstaw na rysunku nieréwnosé¢ Jensena dla wybranej dyskretnej zmiennej losowej X
i wybranej funkcji wypuktej g.

—| —

Zadanie 8. Podaj interpretacje geometryczng zbiorow {Z € R?: N(Z|{i,%?%) = ¢} dla
c € R, i diagonalnej macierzy kowariancji X.

Zadanie 9. Rozwazmy probke {z(M ... 2™} z rozktadu N(u, 0%). Metoda najwicksze;
wiarygodnosci wyznacz estymatory Jiyg i 03 Parametrow p i o?.

Zadanie 10. Danych jest m niezaleznych zmiennych X1, ..., X, o tym samym rozktadzie
o $redniej p i wariancji 2. Sprawdz, ktory z ponizszych estymatoréw jest obcigzony:

ﬁ:%ZXm GQZ%Z(Xi—ﬁ)Q'
i=1 i=1

Zadanie 11. Rozwazmy probke {z(V) ... 2™} 7z rozktadu N (u,0?). Niech p ma roz-
ktad aprioryczny N (pg, 02). Metoda maksymalnego a posteriori wyznacz estymator fiyp
parametru p.

Zadanie 12. Chcemy dokonaé¢ zakupu na znanym portalu aukcyjnym. Jeden ze sprze-
dawcow ma 90 ocen pozytywnych i 10 negatywnych, natomiast drugi 2 oceny pozytywne
i zadnej negatywnej. Przeprowadz analize bayesowska i na tej podstawie zdecyduj, u kto-
rego sprzedawcy dokonasz zakupu.

Wskazoéwka. Na podstawie ocen wyznacz prawdopodobieristwo, ze jeden ze sprzedawcoéw

jest bardziej wiarygodny niz drugi. W celu wyznaczenia wartosci tego prawdopodobieristwa
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skorzystaj z komputera. Jako rozktad a priori przyjmij rozktad jednostajny na przedziale [0, 1]
(rownowaznie: rozklad Beta(1,1)).

Zadanie 13. Rozwazmy zmienng losowa X o dwumianowym rozktadzie z parametrem g,
dla ktorego rozklad a priori jest rozktadem beta z parametrami a i 5. Zaobserwowali$my
m zdarzen X = 1 oraz ¢ zdarzen X = 0. Wykaz, ze warto$¢ oczekiwana a posteriori
Wynosi

AE(p) + (1 = Ny

dla pewnego A € [0, 1]. Wyznacz wartos¢ A (w zaleznosci od «, 3, m oraz ¢).

WARTOSC OCZEKIWANA, WARIANCJA, KOWARIANCJA

Wartos¢ oczekiwana rzeczywistej zmiennej losowej X:

(zmienna dyskretna) EX = Z zP(X = x)

xT

(zmienna ciagla) EX = [ xp(z)dz

xT

Wariancja zmiennej X:
varX = E(X — EX)? = E(X?) — (EX)?
Kowariancja okresla zaleznos¢ liniowa miedzy zmiennymi X i Y i zadana jest wzorem
cov(X,Y) =Exy((X —EX)(Y —EY)) =Exy(XY) - EX - EY.
Dla wektorowych zmiennych XiY kowariancja jest macierza
cov(X,Y) =Eg (X —EX)(Y" —EY") =E; 3(XY") —EX -EY”.

Kiedy rozwazamy kowariancje wektora Xz samym sobg, to piszemy covX = cov()z , X ).

ROZKLAD NORMALNY

Dla zmiennej rzeczywistej x funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego
o $redniej p i wariancji o2 jest zadana wzorem

N ) = exp (~ 5t - 2.

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa D-wymiarowego rozktadu normalnego wektora
losowego & o wektorze wartosci oczekiwanych g = [u1, ..., pup]? i macierzy kowariancji
> dana jest wzorem

o 1 1 1 omey
N(Z|f, 3?) = @nyprnie P (—5(3? — @) —M)) :
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ROZKEAD BETA

Rozktad beta to ciagly rozktad prawdopodobieristwa dany funkcja gestosci zdefiniowana
na przedziale [0, 1] wzorem

[(a+5)
I'(a)I(B)

gdzie a, f > 0 sa parametrami rozktadu, a I' to funkcja gamma FEulera:

['(z) = / t*te~tdt.
0
Funkcja gamma rozszerza pojecie silni na zbior liczb zespolonych o dodatniej czesci rze-
czywistej. W szczegolnosci
I(z+1)=2I(z) dlaz € C t.z. Re(z) >0 oraz I'(n+1)=n!dlan e N.

Beta(z|a, f) = R € )

METODA NAJWIEKSZEJ WIARYGODNOSCI
Funkcja wiarygodnosci wzgledem parametru 6 dla obserwacji D zadana jest wzorem
L(6) = p(D|0).

Estymator najwiekszej wiarygodnosci é\M g parametru 0 to argument maksymalizujacy
warto$¢ funkeji wiarygodnosci L(6):

Orip := arg max L(6) = arg max log L(6).
€O €O

METODA MAKSYMALNEGO A POSTERIORI

Metoda maksymalnego a posteriori maksymalizujemy prawdopodobieristwo a posterio-
ri p(0|D) uwzgledniajace nasze wezesniejsze przekonania oraz obserwacje D. Estymator

maksymalnego a posteriori Oy ap parametru 6 to warto$é, ktory maksymalizuje wartosé
funkcji p(0|D):

Orrap = arg max p(f|D) = arg maxlw = arg max p(D|0)p(0).
oco 0co p(D) 0co

WNIOSKOWANIE BAYESOWSKIE

Whnioskowanie bayesowskie polega na wyznaczeniu pelnego rozktadu a posteriori p(6| D)
uwzgledniajacego nasze wczesniejsze przekonania oraz obserwacje D:

p(D]6)p(6)
p(D)
Warto korzystac z faktu, ze p(D) = [,_o p(D|0)p(6)d6.

p(0|D) =



